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Solution de la première composition 
de l’agrégation interne 1996 


KXKXXXXXXX Partie TI xxx x xxx xX% 


Si À est valeur propre de À, il existe un vecteur non nul X dans C” tel que AX = ÀX. Une 
récurrence montre que A°X = XX pour tout entier naturel k. En particulier, si 4? = I, on trouve 
X = 4X = WX soit À — 1, et À est bien une racine p-ième de l’unité. 


[.1.b| Soient À et À2 les valeurs propres de À. Le polynôme caractéristique de À s’écrit 


YalRV= X-(HA)X LdtA=(X- M)(X- Dex = (NE) XL 
À et À2 sont de module 1 puisque racines p-ièmes de l’unité, et donc 


[tr À = [A + | < [A + || ='2 


Par suite tr À € {—2,—1,0,1,2}. D'autre part 4? = I entraine (det A)? = 1, et donc det À = +1 
puisque det À est un entier relatif. 


Si tr À = 2e, x 4 (X) = X2—2e X +det À. Le discriminant est À = 4 (1 — det À). Si det À = —1, 


les racines À1 et À2 de Y4 sont 222 = € + V2, ce qui est absurde car ce ne sont pas des racines 


de l’unité. Par conséquent det À = 1 et À = 0. Cela prouve que À1 = À2 = €. La matrice À 
sera semblable à 7 (A est toujours diagonalisable dans €, puisque, étant cyclique, elle annule un 
polynôme du type XP — 1 scindé sur C et dont toutes les racines sont simples), et par conséquent il 
existe P inversible telle que À = Pt (EI) P = El. 

On à alors clairement h (1) = 1 et h(—1) = 2, ce que l’on peut traduire par h (A) = 3(3 —E€). 


Les valeurs propres de À sont réelles et distinctes, et ne peuvent valoir que +1, donc À = € 
et À2 = —€. À possède deux valeurs propres distinctes donc sera diagonalisable et semblable à la 
matrice diagonale diag (£, —€). On aura donc h (A) = 2. Il existe une infinité de matrice À de ce 


a 7 
B Ô 


type. Il suffit de choisir une matrice P — ) avec det P = aû — By = +1 pour que P soit 


inversible avec PT € M (Z), et que 


rende 


convienne. Bezout nous offre d’ailleurs une infinté de solutions entières à aô — 57} = 1. Prenons 
par exemple Ÿ = 3 et 7 = 5. On sait résoudre 3a — 58 — 1 en nombres entiers. On trouve 
(a, B) = (bu + 2, 3u + 1) où u € Z avec 


jf 0 1-0 a 5\ ff 3a+58 30 
| -B a O —1 6 MES AS —2aB  —(3a +58) 
re 30u + 11 30 
L 30u? — 22u—4 —(30u +11) 


) où u € Z 


Deuxième solution : Si À = ( : : ) € Ma (2) vérifie A = 1, A2 = —1et h(A) = 2, alors 
tr A=a+d=0 _ d= —-a 
det À = ad — bc = —1 ; a +bc=1 
et donc À = : avec a,b,ceZet a? +bc=1 (x). 
Réciproquement, si À vérifie (x), ses valeurs propres vérifieront À + À2 = 0 et A2 — —1, d’où 


(A1, 2) = (1,—1). À sera semblable à diag (1, —1) donc d'ordre h(A) = 2. On remarque pour finir 
qu’il existe bien une infinité de matrices du type (x) (prendre b = 1 et c = 1 — a? par exemple). 

On suppose que À et À2 ne sont pas réelles. Alors tr À +2 d’après [.2.a et l’on va envisager 
les trois cas restants. On rappelle que 


YA(X) = X?7- (tr A)X +det Az X?7= {4 ) X + do 


eSitr A = —1, y4(X) = X? + X + det À. Le discriminant À = 1 — 4det À doit être strictement 
négatif pour que À, À2 soient complexes non réelles, donc det À = 1 et À = —3. Par suite { A1, 2} — 
{2%} = {5,52}. A est semblable à ( : 
de 3. Dans ce cas h (A) = 3. 

eSitr A = 0, x4(X) = X? + det À admet des racines complexes non réelles si, et seulement si, 
det À — 1, et alors {1,2} = {Hi}. Dans ce cas À est semblable à ( à u ) et h (A) = 4. 
eSitrA—1,y4(X) = X?— X + det À et À = 1 — 4 det À sera strictement négatif pour det À — 1. 


Par suite À = —3 et { A1, À2} — {235} = {a,—j} où a = e/%. À est semblable à ( " , ) donc 


0 . ; : 
2 ) et donc AF — ] si, et seulement si, k est multiple 


0 
AF = I si, et seulement si, k est multiple de 6. Ici À (A) — 6. 


e Montrons qu’il existe une infinité de matrice À € M3 (Z) telles que tr À = —1, les autre cas se 
traitant de la même façon. Si 
dr 
À = 
(ia) 


est solution, alors 


et . 
4 a —£ it 
b —a—1 
Réciproquement, cette matrice est à coefficients entiers dès que b| (a? + a + 1) et vérifie tr À = —-1. 
Un calcul montre que 4° — J, de sorte que À soit cyclique. 


On vient de voir que h(A) € {1,2,3,4,6} pour tout À € C2(Z) donc A = I pour tout 
AEC (Z). 


Cette propriété est évidemment fausse dans C2(R). Pour le voir, il suffit de considérer la 
matrice d’une rotation d’angle 2. C’est une matrice cyclique d’ordre n, et ceci quelque soit l’entier 
Le 


EEE Si À € C2 (Z) est d'ordre p, alors AP = I donc AAP-1 = 4P-TA = Jet A est inversible d’inverse 
= Ale nn ). De plus (A1)? = I donc A-t e C2 (Z). Enfin A (4-1) = h (A) car 


Are (At) 217 


A la fin de la question L.2.c, on a exhibé une matrice de C2 (Z) non triviale en fonction de a et 
b. Prenons (a, b) = (1,3). On obtient 
1 —1 
A = ( 3 _2 ) € C2 (2) 


) est aussi cyclique et 


0 n)02)-() 


est une matrice de trace 3, donc non cyclique d’après IL.1.b. 


1 


La matrice D — ( 0 1 
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(Z [5], +) est un sous-groupe de (C,+) puisque c’est une partie non vide de € (O € Z{[j]) et 
puisque si m + qj et m/ + g'j sont deux éléments de Z [5], alors 
(m + gj) — (m' + gi) = (mm) + (a— 9) 5 eZ [5]. 
La loi x est interne dans Z[j] car ÿ? + j + 1 = 0 entraine 
Cm + qj) (nv! + g'j) = mm — qq + (md + qm' — qd) j eZ]. 


Finalement Z [5] est un sous-anneau de C. 


a — —1 entraine a + 1 — 0, et comme @ £ —1, à? — &+1— 0. Par suite 


j=@=-1+aeZla) et a=-ÿ=1+;eZf; 


prouve que Z [5] = Z[al. 


HLLb|e Ona 


2 
28 
= (m2) HAT = m + ma 


2 2 2 


3. 
mai = 94 


de sorte que 
(+) 0O<Im+gil<1 40<m'+q -mq<1 
&m +g —-mq—=l puisque m.qeZ 


L'équation m? — qgm + q? — 1 — 0 en m est de discriminant À — 4 — 3q°, et admettra des racines 
réelles si, et seulement si, À > 0, i.e. q € {—1,0,1}. Pour chacune de ces valeurs de q, on obtient les 
valeurs correspondantes de m. On trouve 


(m, q) = {(0, =l) ; ir 1) ; (1,0) ; ÊST 0) ; (1, 1) ; (0, 1)} 
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et l’ensemble des solutions de (+) est 
A = Las =; =: —ÿ} à 


C’est l’ensemble des affixes des sommets d’un hexagone régulier. 


Autre solution : (+) entraine (m … D + 5 < 1 puis [m — | < let _ < 1. On doit donc avoir 
mm S 


Comme (m, q) € Z?, on déduit m,q € {—1,0,1}. Réciproquement, on constate que (0,0), (—1,1), 
(1, —1) sont à rejeter mais que tous les autres couples vérifient (+). 


e Dire que m + qgj € U6, équivaut à dire l'existence de m’,q! € Z tels que (m + qj) (m! + q'j) = 1, 
ce qui entraine [m + qjl? [m! + q'jl? = 1. L'entier |[m + qj[? est donc un diviseur de 1, et l’on peut 
écrire |m + qjf — 1. D’après ce qui précède, cela équivaut à (m,q) € A et l’on aura Ug € A. La 
réciproque est triviale, donc ÜU6 = À. 


P= {eirs Fed 5}. P est clairement invariant par la rotation r et la réflexion s définie 
par | 
r(z) =e 3zet s(z) =7. 


On constate facilement que r$ — Id — s?, et r° Z Id. r est donc d'ordre 6. 
Si p est une rotation conservant P, p est affine donc transforme l’isobarycentre O de P en l’isobarycentre 
de p(P) = P,i.e. O. Cela montre que p(O) = O et se que O est le centre de la rotation p. Comme 


p (e'3) € P, il existe & € {0,...,5} tel que p (es) = = e*5. p s'exprime par p(z) = Çz où Ç € C*, de 


sorte qu'ici Ç = EDF, Cela entraine p = rt et prouve que si 1+ (P) désigne le sous-groupe des 


déplacements laissant P globalement invariant, 
ITPRESES= {Id, TT? r°} 
L’inclusion inverse ayant été déjà signalée, on déduit 
TRCBT= {Id, r,r?, ee. 
Soit 1 (P)=I(P)\1T(P). On vérifie sans peine que l'application 


Y: It(P) — I-(P) 
p +  s0op 


est bijective, donc 1 (P) = IT (P)U(s0o 1*(P)) est bien engendré par r et s. 


IL.3.a 
r(ÿ) = efset 


donc les matrices de r et s dans la base (1,7) sont respectivement 


1 —1 1 —1 
ont 


5) 


IL.3.b| L'application qui à un automorphisme du R-espace vectoriel € associe sa matrice (inversible) 
dans la base (1,5) est un isomorphisme de groupe, et par restriction on obtient le monomorphisme 


D: I(P) — M (R) 
J — Mat(f;(1j)) 


L'image de ® est un sous-groupe G de GL2 (R) formé d’éléments de C2 (Z), et 


D: I(P) — G 
Ï + Mat(f;(1,5)) 


sera un isomorphisme. On aura encore R$ = 1 = $?, R°ZIet RS=SR 1. 
mi M2 


; 
2 


en particulier tout nombre m + gj € Z[j], s'écrit de façon unique dans cette base : 


= —1 0 donc (z1,22) est une base du R-espace vectoriel C. Tout complexe, et 


m+ qi =m A + q'2. 


Les formules de changement de base sont 


qui s’inversent dans Z en 


et l’on constate que m’,q € Z. 


IL.4.b | L'application 
Y: (G,x) — (GL2(R),x) 
À = BAB 


est un monomorphisme de groupes car B? = I. En effet BAB = I entraine À — I et : 
Ÿ (AA') = BAAB = BABBA'B = V(A)Y (A) 


Par suite, l’image G = {BAB / À € G} de Ÿ sera un sous-groupe de GL:2 (R) isomorphe à G. On a 
GC C(Z). 


L'application 
A: (G,;x) — (GL2(R),x) 
À _ Q-'AQ 


É m1 m2 
où Q = 
% ( qi dd 
IL.4.a, est bien définie puisque Q et QT! sont à coefficients dans Z. A est un monomorphisme de 
groupes car 


) resprésente la matrice de passage de la base (1, j) à la base (z1, 22) de la question 


A (AA) = Q7!'AA'Q = (Q7'AQ) (Q7'4'Q) = A(A)A (A) 


et Q7TAQ = I entraine À = I. On pose Go = ImA = {Q-AQ/AE G}. Ga est un groupe de 
C2 (Z) isomorphe à G par À et aussi à Z (P) via l’isomorphisme 


I(P) $ G À Go. 


Pour montrer que l’on obtient ainsi une infinité de groupes Go, on utilisera le lemme : 
Lemme : Q £ +Q' = Go # Go 
Preuve : Si Go = Go alors pour tout À € G' il existe 4’ € G telle que Q71AQ = Q7 14/0), soit 


A=(Q PRIE A! (Q'Q71) et À est semblable à 4’. Cela entraine que À et 4’ représentent la même 
application linéaire de J (P) dans la base (1, j), i.e. À = 4’. En posant W = Q'Q"7!, on aura donc 


VAEG WA= AW. 
Comme R et S engendrent G, cette dernière condition équivaut à 
WR= RW et WS = SW 
soit en notant W — ( . 


Er 


soit encore 
DEC, SE À LP db ed sf D EE Me db, = 
b+d —b } a c b bd}. —Ds .=d 


cela équivaut à a = d et b = c = 0. Compte tenu de 


RH 
e | 
Er 
V2 
Hi." 
de DR 
a © 
V2 
el 
c 
HOTTTSS 
oo S 
Ste 
NE 2227 
RTS 
oO 
lt «] 
RH H 
V2 
Il 
ER 
Oo + 
l | 
RH H 
V2 
PT CN 
Se 
a © 
V2 


ad — bc = det W = det (Q'Q71) = (—-1)* =1 


on trouve a? = 1 donc a = +1. Ainsi W—=+Iet Q=+Q". 


Ce lemme prouve qu’il y a une infinité de groupes GQ quand Q décrit l’ensemble des matrices 


( je … ) à coefficients entiers telles que Mm1g2 — Mm2q1 — —1. Pour le voir, il suffit de fixer 
1 2 
deux entiers q1 et g> premiers entre eux puis de résoudre l'égalité de Bezout m1qg2 — m2q = —1. On 


trouve (m1,m2) = (M1 + ug1, M2 + ug2:) où u décrit Z, d’où une infinité de matrices Q avec m1 > 0 
(et donc ne pouvant pas être opposées ou égales les unes des autres). 
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IIL.1.a | À annule le polynôme X? — 1 dont toutes les racines sont simples (en effet, (XP — 1) = pXP-1 
ne s’annule que pour À = 0 qui n’est pas racine de XP — 1), donc est diagonalisable. Il existe une 
matrice inversible P telle que D = P-'AP = Diag (A1,.…., An). De DP = T, on tire X — 1 et }; sera 
une racine p-ième de l’unité. 


IIL.1.b| Avec les notations précédentes, h (A) = h (D) puisque D* = I équivaut à PAP = I, ie. 
AP = I. q est l’ordre de À; dans C* et l’on sait que 


=1eqlk 


En effet, si & = qu, XŸ = (XY)" = 1. Réciproquement, si XF = 1, la division euclidienne de k par q 
permet d'écrire k = ag; +r où 0 <r <q, et X'ŸX = 1 entraine X = 1, soit r = 0 par définition de 
di. 
On a 
DF SD AE NS API 
& Vi œ|lk 
& k est multiple de ppem (À, .…, À) 


ce qui prouve que À (A) = h(D) = ppem (A, .…, An). 
IIL.1.c| On a 
[tr À] = Ai +... + Al < [Al +... +[Al =n (+) 


Lemme : Soient À1,..., À, des complexes tels que 
Da +. + An] = il +... + nl 


On suppose À Æ0. Il existe alors un réel 0 tel que À; = |X;|e*? pour tout i. 


Preuve : Si n = 2, il s’agit du cas d'égalité dans l'inégalité de Minkowski. On peut le montrer 
directement en élevant au carré : 


Qu +1 = [| +1 & 2Re ki = 2u] [Xl 
& Red = |A 
< XXE € R+ 
& jh =TrTe R+ 


& = pleine R+ À = A 


Au rang n, 


2 


Ai + + al <h + À] + on +... + | 


+... + [An] < |A] +... + [An] 
entraine, si les extrémités de ces inégalités sont identiques 
[ui + À] = |A] +|xl 


et d’après ce que l’on vient de voir, À; = y; avec u; € R. Cela implique À; = [;| e*? où 0 = arg M, 
et pout tout ?. 


Revenons à notre problème. Si |tr A] = [A1 ++ À,] = n, (+) entraine 
Du +. + nl = [ll +... +/hl 


et le lemme prouve que À; = |À;|e*? = eïŸ pour tout i. Donc D = Diag (A, .…., An) = e"I, et À = ef0T 
est la matrice d’une homothétie. Elle est réelle, donc À = +1. Si tr À = n, on aura nécessairement 
A=lI. 


IIL.2.a | M, (C) est un C-espace vectoriel de dimension finie n?, donc tous ses sous-espaces vectoriels 
seront de dimension finie. 


IIL.2.b| T'(A) = T(B) équivaut à tr AX; = tr BX; pour tout 4, soit tr ((A — B) X;) = 0 puisque 


k 
l'application trace est linéaire. Tout élément X de < G > s’exprime X = Ÿ° À;,X; où À; € C, et la 
i=1 
linéarité de tr permet d'écrire 


k 


VXE<G> tr((4—B)X)=S À(tr(A- B)X;) =0 
i=1 


L'application X + B-1X est une bijection de G dans G, donc 
VXE<G> tr((A—-B)B7'X) =0 
ce qui s’écrit tr ((AB”\ — 1) X) — 0 comme demandé. 


T (A) = T(B) entraine tr ((AB} — 1) X) = 0 en particulier pour X = I, d’où tr AB} = 
tr = n, et IIL.1.c implique AB! = I, soit À — B. L'injectivité de T est démontrée. On a vu en 
IIL.1.c que [tr AX;| < n pour tout À € G, de sorte que ImT C [-n,n]" soit un ensemble fini. Comme 
Test injective, G sera aussi un ensemble fini de cardinal < (2n + 1)". 


Soit P(X) = X"+ap_1X"%1+...+a0 un polynôme de Z [X] n’admettant que des racines de 
module 1. Si À1,..…., À, désignent ces racines, les relations entre coefficients d’un polynôme et racines 
permettent d'écrire 
Ok — de AA — Chi An—k 
1<i<..<ig En 
pour tous k € Ny. D'où lan_x| < CF. Les coefficients de P étant entiers et dans des intervalles 
bornés, seront en nombre fini, et les polynômes P seront aussi. 


IIL.3.b | Les racines des polynômes caractéristiques x, des matrices À € C; (Z) sont, on l’a vu, des 
racines de l’unité. Ces polynômes sont à coefficients entiers et la question précédente montre qu’il y 
en a un nombre fini. Soit P l’ensemble de tous ces polynômes et £ celui de toutes les racines de ces 
polynômes. Le ppem N,, des ordres de toutes ces racines vérifie 


VAeL£ A=1 
Si À € C; (Z), À est semblable à une matrice 


A 0 
D = 7. où À € L 


et donc Dr = I. On déduit 
VAEC: (A) Are 
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Un entier m est premier avec pf si, et seulement si, p ne divise pas m. Les entiers m, compris 
entre 1 et pF, et qui ne sont pas premiers avec p* sont donc les multiples de p. Il vérifient 


1<m=up<p" et donc 1 <u<p*-l 


k—1 


Il yen a pË-!, Par suite, il y aura exactement p* — entiers m inférieurs ou égaux à p” et premiers 
y p > HYy p —p 


avec pf. Soit  (p*) = pK — pi”! 


Les ensembles E4 sont disjoints deux à deux puisqu’aucun complexe ne peut avoir deux 
ordres multiplicatifs différents. L’énoncé a rappelé le résultat : si À € Ey est valeur propre de À, 
toutes les racines primitives d-ièmes de l’unité sont valeurs propres de À, donc racines du polynôme 
caractéristique de À, qui est de degré n. On en déduit, en notant Sp À l’ensemble des valeurs propres 
de À (le spectre de À) : 


U Ea, C SpA (réunion disjointe) 
1<i<m 


Ms 


d'où n > 


p (d) puisque o (d;) = #Ea,. 


FL 


q 
h (A) = ppem (di, .…., dm) = II»; 
j=1 


Si j € N,, il existe s € N,, tel que d, admette pÿ comme diviseur. On déduit 


7 k; k; k;—1 
n> SN p(d) > pds) > (»}) Spb, 
=] 


IV.2|e Si n — 2, on cherche p premier et 4 tels que pK — pt < 2, 


1 sik=1 
2 sik=2 


ak _ 9k-1 — { 1 impossible car multiple de 2 


SED=D, 20 
on 2 sik=1 

Sip>3, p°—pf-lest p— 1 ou multiple de p 
Conclusion : h (A) = 243% où a € {0,1,2} et 8 € {0,1}, de sorte que 

h (A) € {1,2,3,4,6,12} 
Il s’agit de la liste des valeurs possibles de h (A). On a vu, en I, que 12 n’était jamais atteinte. Ici 
N3 = 12 convient. 
e Sin = 3, on résout pl — pl < 3, 
si k=1 
si k = 2 
impossible car multiple de 2 
impossible car multiple de 2 
si k=1 
3 impossible car multiple de 2 

Sip>3 p—pl-lest p— 1 ou multiple de p 


SU PRE — 


Dh © ND DH 


Sip=3, 3-31 
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Conclusion : On trouve la même liste que dans le cas n — 2, soit 
h (4) € {1,2,3,4,6,12} 


et bien sûr N3 = No = 12. 
e Sin — 4, on résout pf — pl < 4, 


sik—=1 
 — 2e sik=2 
Sip=2, 2-27 = impossible car multiple de 2 
si k = 3 
impossible 
sik—=1 


eu. k _ 9k-1 _ 
Sip=3 3-3 impossible car multiple de 2 


impossible car multiple de 3 
impossible car multiple de 4 
impossible car multiple de 4 
impossible car multiple de 4 
sik=1 

Sip>7, p°—p"-lest p— 1 ou multiple de p 


SW DRE NH & © D + 


Spes, tbe 


ns 


Conclusion : h (A) = 243957 où a € {0,1,2,3}, 8 € {0,1}, y € {0,1}. On trouve les diviseurs de 120 
h (A) € {1,2,3,4,5,6, 8, 10, 12, 15, 20, 24, 30, 40, 60, 120} 


et N4 = 120. 
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Toute isométrie f de 1 (V3) conserve l’ensemble des sommets de V3, donc laisse invariant 
l’isobarycentre O de ces sommets (En effet, une application affine conserve les barycentres, donc 
f transformera l’isobarycentre © des sommets en f (O) isobarycentre de ces mêmes sommets, soit 
f(O) = O). Le groupe 17 (V3) est donc formé de rotations d’axes passant par O, et 17 (V3) est formé 
de réflexions par rapport à des plans contenant O. La réflexion s par rapport au plan (OAB) laisse 
V3 invariant, donc 17 (V3) £ Ü et l’on peut affirmer que 17 (V3) = s1* (V3). On vérifie en effet que 
l'application 


est une bijection. Ainsi 
- T (V: 

#17 (V5) = #1* (V9) = CO, 
Toute isométrie f de ZT (V3) transforme la face ABC en l’une des 8 faces SS’S"” de l’octaèdre. 
L'application 

D: I(V3) — F= ensemble des faces de V3 

J + face f(4)f(B)f(C) 

est surjective et 
VSS'S"EF HE (SS"S") — 31 — 6. 
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En eflet, d(f) = SS'S" équivaut à {f (A), f(B),f(C)} = {S,S",S"}, et cette égalité se réalise de 
3! — 6 façons possibles correspondant aux listes (f (A), f(B), f (C')) dont les éléments sont distincts 
et dans {S,$/, S"}. Pour chaque liste (5, S', S”) fixée, il existe une et une seule isométrie f telle que 


(F(0),F (4), F(B),f(C))= (0,8,5',5") 


(car (O, À, B,C') est un repère affine de l’espace, voir [1], Théorème 206). 

De plus cette isométrie f conserve Va car les sommets de V3 sont toujours placés aux mêmes distances 
des sommets de l’une quelconque de ses faces ou de © (symétrie de l’octaèdre) et car un point M 
de l’espace est parfaitement déterminé par ses distances à chacun des points d’un repère affine (ici, 
il s’agira de (O, À, B,C) et de (O,S,$",S") ; pour bien comprendre ce passage, on pourra lire la 
Remarque =). 


En conclusion, le principe du berger donne 


HI(V)=CXÉF=56X8 4, 


Deuxième solution : Comme les isométries f de 1 (V3) laissent toutes © invariant, il existe un 


isomorphisme de groupe entre 1 (V3) et les matrices carrées orthogonales de taille 3 transformant les 
— —= — — — — 
vecteurs de bases à, j, k en des vecteurs de l’ensemble { i,+j,+k 1 Ces matrices sont faciles 


à dénombrer : elles sont de la forme 


Li 
(n 

en 
© 
© 


0 +l 
+1 


où les coefficents sont tous des 0 ou des +1, où l’on ne trouve jamais deux +1 sur une même ligne 
ou une même colonne, et où aucune ligne ou colonne n’est nulle. Il y a 3! façons de choisir les places 
des +1, puis une fois ces places choisies, 2° façons de placer les signes +1 où —1. En tout, il y aura 
donc 3! x 2% = 48 matrices possibles, et #1 (V3) = 48. 


Remarque = : Revenons ici sur le passage délicat rencontré à la fin de la première solution. Il 
s’agissait de comprendre qu’une isométrie f telle que 


(F (0), F4), Ft), (0) = (0,8,5!,5") 
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conserve nécessairement les sommets de Va. Si X désigne un sommet quelconque de l’octaèdre, on 
sait (en utilisant les symétries de l’octaèdre, et en remarquant que toutes les faces de l’octaèdre jouent 
le même rôle) qu’il existe un sommet YŸ tel que 


OX=OY; AX=SY, BX=SY: CX=SY 
Puisque f conserve les distances, 
OX =OP(X). AX=SPCX): BA = SPORY,. CK=S FUN), 
et l’on déduit 
COOPER, ETF SE ST = STE SP SPAS 


Puisqu’un point de l’espace est parfaitement repéré par les distances entre lui et chacun des quatre 
points du repère affine (O, S, 5”, S”) ([1], Théorème 212), on obtient f (X) = Y, et l’on a prouvé que 
l’image f (X) du sommet X était encore égale à un sommet. 


V.A.2 | On constate que les rotations suivantes laissent V3 globalement invariant : 
- La rotation r1 d’axe (CC’) = RK et d'angle x/2, 
- La rotation r2 d’axe R (1,1,1) et d’angle 27/3, 
- La rotation r3 d’axe (BB') =Rj et d'angle 7. 


où les axes sont orientés par les vecteurs directeurs exhibés. Clairement r: est d’ordre 4, r2 est 
d'ordre 3 et r3 est d’ordre 2. On vérifie ensuite que l’ensemble 
He {rèré /a € {0,1,2,3} et Be {0, 1,2} } 

est de cardinal 4 x 3 = 12. En effet, si rarp = rar pour certains exposants a, @ € {0,1,2,3} 
et 8,8" € {0,1,2}, alors re = rh 6 avec [a — «| < 3 et [8' — 8] < 2. Comme les axes des 
rotations 797% et ro 8 sont différents (dès que ces rotations sont distinctes de l’identité), on aura 
nécessairement à — @ = 0 et 8 — 5 — 0 (voici autre façon de le voir : d’après le Théorème de 
Lagrange, l’ordre de Sa = r? 5 est un diviseur des ordres 4 et 3 respectifs des sous-groupes 
engendrés par r1 et r2, c’est donc 1 et NES _ ro 8 id 

On constate enfin que r3 € H en cherchant toutes les images possibles du triangle ABC. En effet, si 
l’on avait r3 — re rh , On aurait 


C' = r3(C) = r?r9 (OC) e r£ ({4,B,C) c {A,4',B,B!,CY, 


ce qui est absurde. Pour conclure, on note que le sous-groupe T' engendré par r1, r2, r3 contient 
l’ensemble H' = HU {r3} de cardinal 13. Comme l’ordre de T est un diviseur de 24, et comme les 
diviseurs de 24 sont 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24, l’ordre de T sera 24 et T = IT (V3). 


Remarques : 1) Pour vérifier que r2 conserve V3, le plus simple est d’écrire l'expression analytique 
de r2. Cette expression s’obtient facilement puisque À F2 Br C #3 À. On obtient : 


x! 0 0 1 x 
y |=| 10 0 y |, 
22 0 1 0 z 
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et il est alors très simple de vérifier que r2 transforme un sommet en un sommet en utilisant les 
coordonnées. 


2) On constate que r1r3 £ ra3r1 en calculant 


ABC 3, A'BC'+2 B'A'C' 
ABC F5 BA'C 3; BAC", 


et cela prouve que le groupe 1 (V3) n’est pas commutatif. 


Notons GL(3,R) le groupe des matrices carrées inversibles d’ordre 3 à coefficients réels. 
Notons 10 (R*) le groupe des isométries de IR? qui laissent le point O fixe. L'application 


L': 10 (R°) — GL(3,R) 


qui à une isométrie f de Lo (R*) associe la matrice de la partie linéaire de f dans la base (, 7, R), 
est clairement un monomorphisme de groupes, et G (V3) = L(I(V3)) est un sous-groupe d’ordre 48 
de GL(3,R) comme l’image du groupe Z (V3) par un morphisme de groupes injectif. Les matrices 
de G(V3) sont toutes cycliques (puisque d’ordre fini, un diviseur de 48). Les matrices de G(V3) 
sont exhibées dans la deuxième solution de la question A.1, et l’on constate qu’elles sont toutes à 
coefficients entiers. 


V.A.3.b| Notons M; la matrice de r; dans la base cononique. On trouve 
—1 


0 0 0 0 1 
MEN 0 Ole Melo ls Me 
0 0 1 ds 


La matrice de la réflexion de base le plan Oxy est 


Puisque G (V3) = L(I(V3)) et puisque r1, r2, rs et s engendrent J (V3), on déduit que les matrices Mi, 
ME, M3 et S engendrent G (Va). 


Remarque : Puisque les matrices M; et S sont à coefficients entiers et engendrent G (V3), toutes 
les matrices de G (V3) seront à coefficients entiers, et l’on redémontre ce résultat sans passer, comme 
dans la questions précédente, par l’énumération effective des 48 matrices de G (V3). 


12 est d’ordre 3, donc son opposée — M sera d’ordre 6. On notera que — M est la matrice 
d’un antidéplacement qui possède O comme point invariant mais qui n’est pas une réflexion (elle 
n’est pas d'ordre 2). Il s’agit donc de la composée de trois réflexions par rapport à des plans qui 
contiennent ©. 


V.A.3.d|e A priori, l’ordre d’un élément est un diviseur de l’ordre 48 = 24 x 3 du groupe. Il n’y à 
pas d’élément d'ordre 48 car le groupe n’est pas commutatif. Les ordres possibles sont donc : 


Los SN Re 
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On a déjà trouvé des éléments d’ordre 1, 2, 3, 4, 6 (soulignés ci-dessus). 


e S'il existait une rotation r de 1 (V3) d'ordre 8, 12, 16 ou 24, cette rotation serait d’axe une 
droite D et il existerait 8, 12, 16 ou 24 sommets distincts de l’octaèdre situés dans un même plan 
perpendiculaire à D. C’est impossible. 

Le raisonnement précédent montre en fait qu’il n’existe pas de rotation de 1 (V3) d'ordre > 4, et l’on 
va utiliser cette information pour déterminer les ordres possibles des antidéplacements de 1 (V3). 


e Un antidéplacement f de 7 (V3) qui n’est pas d’ordre 2 est la composée rp o sr d’une rotation 
rp d’axe D et d’une réflexion par rapport à un plan II de direction TI = D1. Le cours montre 
que cette écriture canonique de f est commutative ([1], Théorème 111 et 222), de sorte que f? — 
(rp © sn)” = r?, soit une rotation de Z (V3). On vient de voir que l’ordre de r?, est nécessairement 
< 4, et l’on peut donc affirmer que l’ordre de f est < 8 (en effet, si w désigne l’ordre de r?,, alors 
w <4et f# = (r?,)° = Id nous assure que l’ordre de f est < 8). 


e Nous allons montrer maintenant qu’il n'existe aucun antidéplacement f de I (V3) d'ordre 8. 
Supposons, par l'absurde, que f = rp © sr soit un antidéplacement de 7 (V3) d'ordre 8. Dans ce cas 


Id = f$ = (rposn) =rà os =r$, 


et r? est une rotation d'ordre 4 de I (V3). Il existe donc quatre sommets de l’octaèdre situés dans un 
même plan perpendiculaire à D. Ce plan ne peut être que l’un des trois plans de coordonnées xOy, 
yOz où zOx. Par suite (et puisque D et IT contiennent O), l’axe D de rp ne peut être que l’un des 
trois axes de coordonnées Ox, Oy ou Oz. Supposons par exemple que D = Oz = (CC) et IT = xOy. 
La rotation rp est alors la rotation d’axe D = (CC) et d’angle 27/8 = t/4. On constate alors que 
Pimage de À par f = rp 0 sx n’est pas un sommet du tétraèdre, ce qui est absurde. 


En conclusion les seuls ordres possibles sont 1 ;2 ; 3; 4; 6. 


Y: I(V3) — . MERE 
fr 7 f (B) #5) 


est un monomorphisme de groupes de (V3) sur le groupe des permutations de {A, B,..., D'}. C’est 
clairement un morphisme, et il est injectif car il existe une seule isométrie de R° dont les images des 
points O, À, B, C, D formant un repère affine, sont les points donnés O, f (A), f(B), f(C), f (D). 


Z 
C 


une face du polytope 


ee autre direction ! 
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[V.B.1.b [Les faces du polytope V4 sont ABCD (de dimension 3) et les itérés des symétriques de 
ABCD par rapport à des hyperplans de coordonnées de R{. On trouve (puisque les plans de coor- 
données s’écrivent OBCD = OB'CD ….) : 
ABCD 
A'BCD ; AB'CD ; ABC'D ; ABCD' 
A'B'CD ; A'BC'D ; A'BCD' ; AB'C'D ; AB'CD'; ABC'D' 
AB'C'D' ; A'BC'D'; A'B'CD'; A'B'C'D 
A'B'C'D. 
Il y a donc 16 faces. 
Toute isométrie f de 1 (V4) transforme la face ABCD en l’une des 16 faces SS'S”S/" du polytope. 
L'application 
D: I(V3) — F= ensemble des faces de W 
J + face f(4)f(B)j(C)f (D) 
est surjective et 
VSS'S"S" EF #81 (S5'5"8") — 41. 


En eflet, ® (f) = SS'S"S"" équivaut à 


{f (4), f(B),F(C),F (D); = {8,5,8",87} 


et se réalise de 4! = 24 façons possibles correspondant aux listes 


(f (A), F(B),f(C),f (D)) 


dont les éléments sont distincts et dans {5, 8", S",S$/}. Pour chaque liste (S,5", S”, S”) fixée, il 
existe une et une seule isométrie f telle que 


(f (0), f(4),f(B),f(C),f(D)) = (0,5,5",5",8") 


(toujours parce que (O, À, B,C, D) est un repère affine de l’espace). 

De plus cette isométrie f conserve W4 car les sommets de V4 sont toujours placés aux mêmes distances 
des sommets de l’une quelconque de ses faces ou de O (symétrie de l’octaèdre) et car un point M de 
l’espace est parfaitement déterminé par ses distances à chacun des points d’un repère affine (ici, il 
s'agira de (O, À, B,C, D) et de (O,$,5",S",S"")). Le principe du berger donne encore 


HI (Va) = 16 x HF = 16 x 24 = 384. 


Deuxième solution : Comme les isométries f de 7 (VA) laissent toutes © invariant, il y aura 
isomorphisme de groupe entre 1 (V3) et les matrices carrées orthogonales de taille 4 transformant les 
vecteurs de base er, e2,e3,e4 en des vecteurs de l’ensemble { ei, +e, +ez, ea}. Elles sont de la 
forme 


E1 O O0 
+1 0 
0 0 
0 


S © 
Er 


© 
1 
T 
En 
| 


où les coefficents sont des 0 ou des +1, où l’on ne trouve jamais deux +1 sur une même ligne ou une 
même colonne, et où aucune ligne ou colonne n’est nulle. Il y a 4! façons de choisir les places des 
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+1, puis une fois ces places choisies, 24 façons de placer les signes +1 ou —1. On dénombre donc 
4! x 24 = 384 matrices possibles, soit #1 (V3) = 384. 


V.B22 et 3|1I1 suffit de définir f sur les vecteurs de base. La permutation 


A Ed 
it j 
— — 
je k 
_ — 
ke I 
— 
LH i 


définit une application linéaire d’ordre 4. Pour passer à, une application d'ordre 8, l’idée est de 
perturber ce cycle en remplaçant la première ligne à + ÿj par à H — j pour obtenir 


— 


=) 


et la matrice correspondante 


0 0 O0 1 
—1 0 0 0 
UE 0 1 O0 O0 
0 0 1 O0 
d'ordre 8. 
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THAT'S ALL FOLKS ! 
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